Dérivations de Hasse sur des corps séparablement clos

Adriane Kaichouh

Nous allons nous intéresser a une certaine classe de corps : les corps séparablement clos, sur
lesquels nous aurons définis une famille de fonctions que nous appellerons des dérivations de
Hasse en raisons de leurs ressemblances avec les dérivations usuelles. Ainsi munis d’une struc-
ture différentielle, ces corps ont des propriétés tres intéressantes du point de vue de la théorie des
modeles.

1 Dérivations de Hasse

Pour définir ces fameuses dérivations, nous partons des dérivations usuelles.

Définition 1. Soit A un anneau commutatif.
Une dérivation de A est une fonction D : A — A telle que Vz,y € A :

D(z+y) = D(z)+ D(y)
D(z-y) = x-D(y)+D(x)-y

Proposition-définition 2. Soit A un anneau commutatif muni d’une dérivation D.
Soit Ay = {a € A|D(a) = 0}.
Ag est un sous-anneau de A appelé l'anneau des constantes de A.

Nous allons présenter maintenant une propriété des dérivations qui va nous étre utile par la
suite.

Proposition 3. Soit A un anneau de caractéristique p premiére.

Supposons qu’il existe v € A et D : A — A une dérivation de A tels que D(z) =1 et DP = 0.
Soit Ay l'anneau des constantes de (A, D).

Alors A est un Ag-module libre et admet pour Ag-base (1,z,....,xP71).

Démonstration. Comme Ag est un sous-anneau de A, A est un Ag-module.
Montrons que la famille (1, z, .., 2P~ !) est libre sur A,.

Supposons qu'il existe i < p et ay € Ag, k € {0, ..., 1} tels que ZZ:O ap - ¥ = 0.

Calculons D(z*) :

D(z¥) = 2 DY) + 2. D(x)
=1
= 2-D(z") 4 2F !

= 2% D(@*?) + 21 D(x) + 2"

= k . xk_l



Et Di(a*) =k-(k—1)-...- (k—i+1) 2"

On applique D' a I'égalité >, _ oy - aF =0 :
> Diay-a*) = Y D" ay- D(a*) + D(ay)-2*
k=0

k=0 0

= ZDi’l(ak - D(2%)

= Zak - D¥(z")
k=0
- a;

=0

Comme i < p, p fi! et donc i! est inversible, par Bezout.

Donc a; = 0.

Par une récurrence descendante, on obtient que Vj <i,a; = 0.
Montrons que la famille (1, z,...,2P~!) est génératrice de A sur Ay.

Comme DP =0, Va € A,3i,0 <i < p, D (a) = 0.

SI i =0, alors D(a) =0 et a € Ay.

Sinon,
, 2" D(a , (' D¥a
D’ <a——i! ( )) = D'(a)— D" (—i! ( ))
_ DZ(CL) _ Dl(xl Z'Dl(a))
= D'(a) — zl' -D"Y(D(2") - D'(a) + 2* - D" (a))

= D'(a) — = -D'(z')-D'(a)
il ~——
il
= 0
Montrons par récurrence sur ¢ que si D'"(a) =0, alors a € Ag + Ag - x + ... + Ag - 2°.
Pour i =0, D(a) =0 = a € Ay.
Supposons que D'(b) = b€ Ag+ Ag -z + ... + Ay - 271,
Soit alors a € A tel que D" (a) = 0.

On a D! (a — %,(a)) = 0 d’apres ce qui précede.

OrD(@):L,“:Odoncwer.

Donca—D—@-:E"GA0+AO-$+...+AO-$F1.

Donca € Ag+ Ay + ... + Ay - 2.
En appliquant ce résultat a i = p—1, on obtient que, comme D? = 0, A = Ag+Ag-x+...+Ag-2P~ L.
m

A partir d’'une dérivation, nous allons donner un ensemble de relations permettant de construire
)
des ”dérivations d’ordre supérieur”, d’'une maniere un peu différente de celle que I'on connalt ui
) )
formeront une dérivation de Hasse.



Définition 4. Soit A un anneau commutatif.
Une dérivation de Hasse sur A est une famille D = (Dy, Dy, ...) de fonctions D, : A — A,
Vn € N, telles que, Vz,y € A, Vn,m € N :

Do(x) = =
Dyn(z+y) = Da(x)+ Du(y)
Dy(z-y) = > Da(x) Dy(y)

a+b=n
DyoD, = (m+n>Dm+n

m

Remarques. D; est une dérivation.
En caractéristique nulle, toutes les D,, sont déterminées par D;.

Définition 5. On dit que deux dérivations de Hasse D et £ commutent si Vm,n € N, D,, 0o F, =
E, o D,,.

Dans toute la suite, on fixe un entier e € N et un nombre premier p.

Définition 6. Un D-corps est un couple (K, D) ou K est un corps de caractéristique p et D =
(Dy, ..., D) est une famille de e dérivations de Hasse sur K qui commutent.

Son corps des constantes C' est ’ensemble des éléments de K sur lesquels toutes les dérivations
D;4, Vi e {1,...,e}, s'annulent.

Proposition 7. Soient (K, D) un D-corps et C' son corps des constantes. Alors :
- KP={re K|Jy € K,x =yP} est un sous-corps de K.
- KP CC.
— C est un bien un sous-corps de K.

Nous allons maintenant introduire une propriété remarquable des D-corps : la strictitude. Celle-
ci sera essentielle pour montrer les propriétés modeles-théoriques de notre classe de corps.

Définition 8. Soient (K, D) un D-corps et C son corps des constantes.
On dit que (K, D) est strict si C = KP.

Nous allons maintenant présenter quelques résultats de base concernant les dérivations de Hasse
et les D-corps.

Lemme 9. Soient K un corps de caractéristique p et D une dériwation de Hasse sur K.
AlorsVx € K,Yn €N, on a :

D, (a?) :{ Dy(ay ool

SInon.

Corollaire 10. Soit K un corps muni d’une dérivation de Hasse D.
AlorsVx,be K,Vn e N, Vr <p :

Dp-nJrr(xp ) b) = Z Dm(x)p ) Dp~(n—m)+r(b)

m<n

On peut aussi définir I’analogue des dérivations de Hasse sur les modules.



Définition 11. Soit (K, D¥) un D-corps.

Un D-module sur K est un K-espace vectoriel V muni d'une famille D = {D, ,|i € {1,...,e},n €
N} de fonctions additives D;,, : V — V qui commutent et telles que, Vi € {1,....,e}, Yn € N,
VAie K,YveV.:

Di’o(’l]) = v
Din(A-v) = Z DE,(X) - Djy(v)
a+b=n
DimoDin = <m+n)Dzm+n
s ) m )

Définition 12. Soit (K, D) un D-corps.
Une D-algebre sur K est une K-algebre commutative R est un D-module sur K tel que les D;
soient des dérivations de Hasse sur R.

Proposition 13. Soit (K, DX) un D-corps.

Soient (V, D) et (W, D) deux D-modules sur K.

Alors leur produit tensoriel V Qg W est aussi un D-module sur K, sur lequel les dérivations sont
définies par :

D;,(v@w) = Y Di.(v)® Dj,(w)
a+b=n

Proposition 14. Soit (K, D%) un D-corps.
Soient R et S deux D-algebres sur K.
— Alors leur produit tensoriel R @k S est aussi une D-algébre sur K.
— St de plus R et S ont des éléments unités, R et S sont des sous-anneauzr de R ®k S et la
D-structure sur R ®g S est la seule qui prolonge celles de R et de S.

Proposition 15. Soient A un anneau intégre muni d’une dérivation de Hasse D et K son corps
des fractions.

Alors D se prolonge de maniére unique en une dérivation de Hasse sur K par la formule de
récurrence suivante, ¥Yn € N* V(x,y) € A x A* :

Dy = ldg
. <) Dal®) = L D (2) - Dun(v)

Y

Démonstration. Si un tel prolongement existe, alors il vérifie, pour tout (z,y) dans A x A* :

Do(z) = D, (fy)

_ %;m (5) Dy (y)
~ 4D, (—)+mz<an (g) Do)



On a donc 'unicité.
Les fonctions D,, vérifient D, (2 -y) = >, ., , Da(z) - Dy(y), V2,9 € K.
Montrons que D est bien définie sur K.

Soient (z,y) € A x A* et A\ € A"

A- A
D, ()\_;) = Z D, (X) - Dy (%) d’apres ce qui précede

a+b=n

- 3 o)

a+b=n

= D, (E) car¥a > 1,D,(1) =0
Yy

Montrons par récurrence sur a + b que Va,b € N, D, o D, = (“Ib) Dy
Soient a,b € N. Supposons le résultat vrai pour tous a’, b’ tels que @’ +b0' < a + b.
Posons d = D, o Dy— (“;rb).
Un calcul direct montre que d est une dérivation sur K.
Or le corps des constantes de d contient A car D est une dérivation de Hasse sur A, donc il contient
aussi son corps des fractions.
Donc D définit bien une dérivation de Hasse sur K.

O

Remarque. Pour étendre une séquence de dérivations de Hasse sur A qui commutent a son corps
des fractions, on montre que Vi,j € {1,...,e}, Ym,n € N, D; ,,0D,;,,—D; 0D, ,, est une dérivation
dont le corps des constantes contient A.

Passons maintenant a 1’étude de la notion de séparabilité, pour pouvoir ensuite parler de corps
séparablement clos.

2 Séparabilité

2.1 Extensions séparables

Donnons tout d’abord quelques définitions.
Soit K un corps de caractéristique p. Soit K* la cloture algébrique de K.

Définition 16. Soit P € K[X].

On dit que P est séparable sur K s’il n’existe pas de polynome @) € K[X] tel que P(X) = Q(XP).
Soit A une K-algebre. Soit x € A algébrique sur K.

On dit que x est séparable sur K si son polynome minimal sur K est séparable sur K.

Proposition-définition 17. Soit K* = {x € K®|x est algébrique séparable sur K}.
K* est un sous-corps de K appelé la cloture séparable de K.
On dit que K est séparablement clos si K = K*.

Remarques. — En caractéristique nulle, séparablement clos équivaut a algébriquement clos.



— K est séparablement clos
<= K n’admet pas d’extension propre algébrique séparable
<= Tout polynome séparable de K[X| admet une racine dans K
<= Tout polynéme irréductible de degré strictement plus grand que 1 de K[X] est de la

forme Q(2?), Q € K[X].

Définition 18. Soit L une extension de K. Soit = € L.
On dit que z est radiciel sur K s'il existe 7 € N tel que 2”" € K.
On dit que L est purement inséparable ou radicielle si tout élément de L est radiciel sur K.

Proposition-définition 19. Soit K? " = {z € K*|2"" € K}.
Soit KP~ =,y K* .
KP™™ est un sous-corps de K® appelé la cléture parfaite de K.
On dit que K est parfait si K = KP ™.

Nous allons introduire la notion d’indépendance linéaire de deux extensions d'un corps, qui
permettra de définir de maniere concise la séparabilité.

Proposition-définition 20. Soient F' et L deux extensions de K contenues dans un méme corps.
On dit que F et L sont linéairement disjointes sur K si toute famille d’éléments de F
linéairement indépendants sur K reste libre sur L.

La définition est symétrique en F' et L.

Proposition 21. Soient F, L et E des extensions de K telles que E C L.
Alors F' et L sont linéairement disjointes sur K si et seulement si F et E sont linéairement
disjointes sur K et F'E et L sont linéairement disjointes sur E.

Démonstration. =] Supposons que F' et E soient linéairement disjointes sur K et que F'E et L
soient linéairement disjointes sur E.

Soient () une K-base de F, () une K-base de E et (\) une E-base de L. Alors (a)) est une
K-base de L.

Si F' et L ne sont pas linéairement dijointes sur K, alors dcgy, € K non tous nuls tels que :

> (%:cm-ﬁ) al=0

P e

donc
Z (ZCﬁ)\a ﬁO&) A=0
A B«

Or comme F et E sont linéairement disjoints sur K, (fa) est une K-base de F'E.
Donc cette relation contredit I'indépendance linéaire de L et de F'E sur E.
<] Raisonnement analogue. ]

Proposition 22. K* et KP~~ sont linéairement disjoints sur K.

e}

Remarque. On a K¢ = K*- K? .

Proposition 23. Soit L une extension purement inséparable de K*°.
Alors L est séparablement clos.



Pour étendre la notion de séparabilité a des extensions non algébriques, nous allons demander
que I'extension et la cloture parfaite soient linéairement disjointes, et cette propriété est équivalente
a un certain nombre de résultats qui utilisent la notion de p-base.

Définition 24. Soient A, B C K. Soit € K. On dit que x est p-indépendant sur A dans K si
r & KP(A).

On dit que B est p-libre sur A dans K si Vb € B, b est p-indépendant sur AU (B \ {b}) dans
K.

Si A = (), on dit simplement que B est p-indépendant ou p-libre dans K.

On dit que B p-génere K si K C K?(B).

On dit que B est une p-base de K si B est p-libre et p-génératrice.

Définition 25. Comme KP? est un sous-corps de K, K est un KP-espace vectoriel, dont la dimen-
sion est une puissance de p.
On dit que K est de degré d’imperfection d si [K : K?] = p?.

Proposition 26. Toutes les p-bases de K ont pour cardinal le degré d’imperfection de K.

Proposition-définition 27. Soit L une extension non nécessairement algébrique de K.
Les conditions suivantes sont équivalentes :

~ K? ' et L sont linéairement disjointes sur K.

~ KP ™ et L sont linéairement disjointes sur K.

— Toute partie p-libre de K est p-libre dans L.

— 1l existe une p-base de K qui est p-libre dans L.
St ces conditions sont vérifiées, on dit que L est séparable sur K.

Définition 28. Soit L une extension de K.
On appelle base de transcendance de L sur K une partie S de L algébriquement libre sur K et
maximale pour I'inclusion.

Proposition-définition 29. Soit L une extension de K de type fini.

Alors L est séparable sur K si et seulement s’il existe une base de transcendance (t) de L sur K telle
que L soit séparable algébrique sur K(t). Une telle base (t) est appelée base de transcendance
séparante de L sur K.

2.2 Places

Nous aurons besoin de parler de places et d’anneaux de valuation pour prouver quelques pro-
priétés sur la régularité dans la prochaine section.

Définition 30. Un anneau commutatif est dit local s’il admet un unique idéal maximal.

Définition 31. Soit K un corps. Soit B un sous-anneau de K.
On dit que B est un anneau de valuation de K \ {0} siVx € K, r € Bouz~! € B.

Proposition 32. Soit K un corps. Soit B un anneau de valuation de K.
Alors B est un anneau local.

Définition 33. Soit F' un corps.
On définit le symbole oo par les relations usuelles.



Définition 34. Soient K et F' deux corps.
Une place ¢ de K a valeurs dans F' est une application ¢ : K — F U {oo} telle que :

p(1) =1
o(a+0b)
pla-b) = ¢la) o)
des que les expressions de droite sont définies.

On dit que ¢ est une place F-valuée de K.
Les éléments de K dont 'image par ¢ est oo sont dits infinis et les autres finis.

[
5
=
_|_
S

S

Proposition-définition 35. Soit K un corps. Soit ¢ une place F-valuée de K.
Soit O = {x € K|p(z) # co}.

Alors O est un anneau de valuation de K appelé I’ anneau de valuation de .
Son idéal mazimal est I = {x € Olp(x) = 0}.

Définition 36. Soient K, F et F, des corps.

Soient 1 : K — Fy U {oo} et ¢y : K — Fy U {oo} des places.

Quitte a considérer leurs restrictions sur leurs images, on peut les supposer surjectives.

On dit que ¢ et py sont équivalentes s’il existe un isomorphisme A : F} — F tel que ¢y = Aoy
avec la convention que \(0c0) = o0.

Proposition 37. Soient K, F} et F5 des corps.

Soient o1 : K — Fy U{oo} et vy : K — Fy U {oo} des places.

Alors p1 et pg sont équivalentes si et seulement si elles ont le méme anneau de valuation O, donc
les mémes éléments finis.

Voici une petite propriété des places qui sera bien pratique dans les preuves de la section
suivante.

Proposition 38. Soient K et L des corps.

Soit p: K — LU { oo} une place L-valuée de K.

Soient x1,...,x, € K\ { 0}.

Alors il existe j € {1,...,n} tel que Vi € {1,....,n }, ;”—] soit fini.

Démonstration. Soit O I'anneau de valuation de .

Vi,j € {l,..,n }, ona;—;GOouz—ZEO.

On définit alors le préordre suivant sur {z1,..,z, } : x; < x; si et seulement si ;“"—j € 0.

On a donc, Vi,j € {1,...,n}, z; < zj ou x; < z;.

On peut donc "ordonner” ces éléments.

Soit z; le plus grand élément pour I'ordre choisi. Alors j est I'indice cherché. n

Donnons maintenant une condition suffisante pour qu’une place soit un isomorphisme.

Remarque. Soient K un corps et L une extension de K.

Soit x € L.

Soit ¢ une place de L.

Si x est algébrique (ou de maniére équivalente, entier) sur K, et si ¢ est finie sur K, alors ¢ est
finie sur K(x).



En effet, soit 2™ + ap_1 - 2" + ... + ag = 0 la relation de dépendance intégrale de x sur K.
Alors p(x™ + ap_1 - 2" P+ . +ag) =0 et ol (2" '+ a1 2"+ ..+ a1)) + p(ag) = 0.
Si go(x”_l +a, 1 2" 4.+ ay) = 0, alors on recommence sur cette expression.

Sinon, on a p(z) - ("t +a,_1 - 2" 2+ ..+ a1) + p(ag) = 0 done o(x) est fini.

De plus, si x #0, on a ag # 0 et donc p(x) # 0 d’apreés l’équation.

Donc ¢ est un isomorphisme de K(x) sur son image.

2.3 Extensions régulieres

Parler de séparabilité nous amene naturellement a parler de régularité, une propriété tres puis-
sante dont nous nous servirons dans la suite.

Définition 39. Soient k£ un corps et K une extension de k.

On dit que k est algébriquement fermé dans K si tout élément de K algébrique sur k est dans
k.

On dit que K est une extension réguliere de k si K est séparable sur k et k est algébriquement
fermé dans K.

Présentons une caractérisation équivalente de la régularité :

Proposition 40. Soient k un corps et K une extension de k.
Soit k* la cloture algébrique de k.
Si K et k* sont linéairement disjointes sur k, alors K est une extension réguliére de k.

Démonstration. K est linéairement disjointe de k¢ donc en particulier de k? . Donc K est
séparable sur k.
Soit x € K algébrique sur k.
x € k®.
Or K Nk* =k donc x € k. Donc k est algébriquement fermé dans K.
O

Lemme 41. Soient k un corps et K une extension de k telle que k soit algébriqguement fermé dans
K.

Soit L une extension de K.

Soit x € L algébrique sur k. Alors K et k(x) sont linéairement disjointes sur k.

Démonstration. Soit p le polynome minimal de = sur k. p est irréductible sur k.
Dans kav M(X> = HyeRac(u) (X o y)my
Chaque y € Rac(p) est algébrique sur k par définition.
Supposons que 4 soit réductible sur K. Alors les coefficients des facteurs sont algébriques sur k,
donc dans k, ce qui est absurde.
Donc g est aussi irréductible sur K donc est aussi le polynéme minimal de z sur K.
Soit r le degré de p.
Alors (1, x,...,2"~1) forme une base de k(x) sur k, et aussi une base de K(z) sur K.
Donc [K(x) : K] = [k(x) : k].
Soient x1, ..., 2, des éléments de k(z) linéairement indépendants sur k. Supposons qu’ils soient
liés sur K : J(ar,...,a,) € K™\ {0} tels que >, a;-x; =0.
Or z; € k(x) donc Jay; € k tq ; = Z;;é i1



n

Done 377, Z;;(l) a; - ;- =0 de Z;;é( E a; - i)l = 0.
i=1
N’
€K

Donc (1,z, ...,z 1) est liée sur K. Widerspruch! Donc K et k(x) sont linéairement disjointes sur
k.
]

Proposition 42. Soient k un corps et K une extension réguliere de k.
Alors K et k* sont linéairement disjointes sur k.

Démonstration. Par le théoreme de compacité, on peut supposer que K est de type fini sur k, et
il suffit de montrer que K est linéairement disjointe de toute extension algébrique finie L de k.

Traitons d’abord le cas ou L est séparable sur k.
Par le théoreme de I’élément primitif, L est engendrée par un élément x algébrique sur k.
Alors d’apres le lemme 41, K et L = k(z) sont linéairement disjointes sur k.

Revenons au cas général.
Soit E C L la sous-extension séparable maximale de k dans L. D’apres le cas séparable, K et F
sont linéairement disjointes sur sur k.
D’apres la proposition 21, il suffit de montrer que K'E et L sont linéairement disjointes sur E.
Soit (¢) une base de transcendance séparante de K sur k. Alors (t) est aussi une base de transcen-
dance de KF sur E. En effet, comme K et E sont linéairement disjointes sur k, elles sont aussi
algébriquement disjointes et donc (t) reste algébriquement libre sur E. De plus, K E est algébrique
sur E(t) par construction, et K C (k(t))* donc KE C (k(t))*E C (E(t))®, donc KFE est séparable
algébrique sur E(t). Donc KFE est séparable sur E par la proposition 29. Or par définition de E,
L est inséparable sur . Comme les les clotures séparables et inséparables de E sont linéairement
disjointes sur F , d’apres la proposition 22, K E et L sont bine linéairement disjointes sur F.

m

Montrons enfin une propriété tres intéressante, qui est I’équivalence des notions d’indépendances
linéaire et algébrique de deux extensions dont I'une est réguliere.

Proposition 43. Soient k un corps et K une extension réquliére de k.

Soit L une extension de k.

Supposons que K et L soient contenues dans un méme corps.

Si K et L sont algébriquement disjointes sur k, alors elles sont linéairement disjointes sur k.

Démonstration. D’apres le théoreme de compacité, on peut supposer que K est de type fini sur k.
Soient 1, ..., x, des éléments de K linéairement indépendants sur k. Supposons qu’ils soient liés
sur L : Jyp,yp € Ltqey - y1 + oo + 2 -y = 0.

Soit ¢ : L — k* U {00} une place k%valuée de L, k-linéaire.
Soit (t) une base de transcendance de K sur k.
Comme K et L sont algébriquement indépendants sur k, (¢) reste algébriquement libre sur L.
On peut donc étendre ¢ & KL en définissant ¢ sur (¢) :
posons ki) = Idjk@).
Pour avoir les valeurs de ¢ sur tout K, on prend un élément = € K \ k(t) : par définition, il est
algébrique sur k(t). Jag, ..., am € k(t) tq @y - 2™ + ... + a9 = 0.
On veut a,, - ()™ + ... + ag = 0 et on choisit dans K* un ¢(z) qui convient.

K est une extension algébrique de k(t) sur lequel ¢ est finie.
Donc d’apres la remarque précédente, ¢k doit étre un isomorphisme de K sur son image.
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Soit A\ = (@‘K)il.
Posons A : KU {oo} — KU {oo} telle que A = \ sur px(K) et A = Id ailleurs,
Soit ¢ = Ao Ok -
Alors Y = Idg.
1 reste une place K% valuée de L, et comme X est un isomorphisme, ¢ est équivalente a ¢.
D’apres la proposition 38, quitte & renuméroter les y;, on peut supposer que Vi € {1,....,n},
¥(r) est fini.
En divisant par y, la relation de dépendance linéaire des x; sur L, puis en appliquant v, on obtient :
S w(@) p(E) =0et done Y, @ h(2) = 0.
SN~ Yn
——

=x; car x; €K
cka

Cette relation contredit I'indépendance linéaire de K et de k®.
Donc finalement K et L sont linéairement disjointes sur k.

Exposons maintenant quelques-uns des outils de base de la théorie des modeles.

3 Modeles

La notion de morphisme permet de comparer les structures associées a un langage, de définir
une relation d’ordre entre les modeles d’une théorie.

Définition 44. Soient £ un langage, M et N deux L-structures.
Un L-morphisme de M dans N est une fonction s : M — N telle que :
— Pour tout symbole de relation R de £, pour tout @ € M™®  sia e RM alors s(a) € RV.
— pour tout symbole de fonction f, pour tout b € M) s(f(b)) = f(s(b)).
Un L-morphisme s : M — N est un £-plongement s’il est injectif et qui vérifie pour tout R € £
et pour tout @ € M"® e RM «—= s(a) € RVN.

Définition 45. Soient £ un langage, M et N deux L-structures.
Un L-plongement j : M — N est appelé un L-plongement élémentaire si pour toutes les
formules ¢(zy, ..., z,) de L, et pour tous les ay,...,a, € M, on a :

ME p(ay,....a,) <= NE p(j(ar),...,j(a,))

Si M est une sous-structure de N, on dit que N est une extension élémentaire de M si
I'inclusion est un £-plongement élémentaire. On note alors M < N.

On peut prendre le contrepied de ce qu’on vient de faire, et s’intéresser aux formules satisfaites
dans une structure donnée.

Définition 46. Soient £ un langage et M une L-structure.

Soit Ly = LU{m|m € M }.

Soit (M, m)men la Ly-structure obtenue a partir de M en interprétant les éléments de M de
maniere naturelle. Le diagramme élémentaire de M est :

Diagea(M) = {o(my, ....mp) (M, m)men E p(ma, ..., my), p une Ly-formule}
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Définition 47. Soient £ un langage et M une L-structure.

Soit A C M.

Soit L4 = LU {a|a € A}.

(M, a),ea est une L 4-structure.

Soit Tha(M) = {plp une formule close sur L et (M, a)eea F ¢}.
On a Tha(M) C Diaga(M).

Soit P un ensemble de formules sur £, de variables libres vy, ..., v,,.
On dit que P est un n-type si P UThs(M) est satisfiable.

La proposition suivante assure l’existence , pour un type donné, d’'un modele qui réalise ce
type.

Proposition 48. Soient L un langage et M une L-structure.
Soit A C M.

Soit P un n-type sur A.

Alors il existe une extension élémentaire N' de M qui réalise P.

Démonstration. Soit I' = P U Diage(M).

Montrons que I' est satisfiable.

Par le théoreme de compacité, il suffit de montrer que tout ensemble fini A de formules de I' est
satisfiable.

On peut supposer que A est de la forme :

{o(V1, ey Uy A1,y ey @) AD(@1, ooy Ay by, b))

Ol G, ...,y € A, by, ....bp € M\ A, o(U,a) € P et ME¥(a,b).

Comme P est un n-type, P UTh4(M) est satisfiable par une £ 4-structure Nj.
La formule 3w, ¢ (a,w) € Tha(M) car M F 9(a,b).
Donc Ny E ¢(7,a) A Fw, ¢ (a, ).
Alors Ny E A.

I' est donc satisfiable.
Soit N telle que N E T.
En particulier, on a N'E Diage(M).
Soit 7 M= Ajf\/ :
m — m
j est un L-plongement.
Si M E p(ay,...,a,), alors N E p(j(ar), ..., j(a,)), Yay, ...,a, € M.
Et si M E ¢(ay, ..., a,), alors M E —p(ay, ..., a,), donc N E =p(j(ar), ..., j(a,)) et N ¥ p(j(ar), ..., j(am)),
Yay,...,a, € M.
Donc j est un plongement élémentaire.
N est donc une extension élémentaire de M qui réalise P.

]

Une propriété qui revient tres souvent en théorie des modeles et dont nous avons besoin pour
continuer notre étude des extensions séparables est la saturation d’'un modele relativement a un
cardinal. Avec les mains, un modele est saturé relativement a un cardinal donné s’il réalise tout
ensemble de formules dont le cardinal est inférieur a notre cardinal de départ. Plus précisément :

Définition 49. Soient £ un langage et T" une L-théorie.
Soit M un modele de T

12



Soit o un cardinal.
On dit que M est a-saturé si, pour tout A C M, si |A| < a, et si P est un n-type sur A, alors
M réalise P.

On peut toujours toujours trouver un tel modele, pourvu qu’on ait déja un modele de cardinal
inférieur.

Proposition 50. Soient £ un langage et T une L-théorie.
Soit M un modéle de T de cardinal .
Alors il existe une extension élémentaire N' de M qui est o -saturée.

Démonstration. Construisons une chaine d’extensions élémentaires de M ainsi :
- No=M
— V3 < 2%, prenons, par la proposition 48, N1 = N telle que (Ngy1,a)q.cx réalise tous les
types sur (N3, a).ex pour X C Nj de cardinal a.
— Si § est un ordinal limite, Ny = |J,_,N,.
Posons V' = Jg_ga-
N est une extension élémentaire de M par transitivité de <. Et par construction, N est o™-
saturé. O]

¥<B

Appliquons enfin ces outils de théorie des modeles aux extensions séparables en exposant un
résultat qui stipule 'existence d’un plongement d’une extension séparable dans une extension
¢lémentaire, relativement a la théorie des corps séparablement clos de caractéristique p et de degré
d’imperfection e.

Proposition 51. Soit K un corps de caractéristique p et de degré d’imperfection e.
Soit L une extension séparable de K.
Alors il existe un K-plongement de L dans une extension élémentaire de K.

Démonstration. D’apres le théoreme de compacité, il suffit de montrer le résultat pour L finiment
engendrée sur K.

Soit (ly, ...,1,) une base de transcendance séparante de L sur K.

Soit K* une extension élémentaire | K|"-saturée de K.
On peut traduire I'existence d’un élément transcendant sur K par un type sur le langage L =
{0,1,4,—,-} U {ala € K}.
Comme K* est |K|"-saturée, elle réalise ce type.
Soit x¢ un élément de K* transcendant sur K.
On exprime I'existence d’un élément transcendant sur K (zg) par un type sur LxU{zo}. On obtient
ainsi z1. Et ainsi de suite.
On obtient ainsi une suite (2, )nen algébriquement libre sur K.
Donc K* a un degré de transcendance infini sur K.

On a un K-isomorphisme entre les algebres de polynomes K(ly,...,1,) et K(z1,...,z,) donc
K(ly,....ln) ~g K(x1,...,2,) € K*. Donc K(ly,...,1,) —x K*.

Or K* est séparablement clos donc (K*)® = K*.
Donc K(ly,...,1,)° —x (K*)* = K*.
Et comme L C K(ly,...,1,)° par définition, L —x K*.
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4 Amalgamation

L’objectif de cette partie est de montrer que les D-corps ont la propriété d’amalgamation :

Propriété d’amalgamation. Soit (K, D) un D-corps.
Deuz D-extensions quelconques de (K, D) peuvent étre D-plongées dans une méme troisiéme D-
extension de K.

Nous allons pour cela montrer une série de lemmes nous serviront dans la preuve et plus
loin.Commencons par présenter un résultat d’indépendance linéaire.

Lemme 52. Soit (K, D) un D-corps de corps des constantes C'.
Soit (K', D) une D-extension de (K, D) de corps des constantes C'. Alors :

- [K:C] <p°.

- K et C" sont linéairement dijointes sur C'.

Démonstration. Pour tout i € {1,...,e }, posons d; = D;; et C; ={ z € K|d;(z) =0 }.
OnaC=(_,C;
Quitte a réordonner les dérivations, on peut supposer que C' = ﬂzle C;, avec f <e.
Posons B; = ﬂ;zl Cr et By = K.
OnaBngBi etC:Bfg...gBOZK.
Soit i € {1,...,e}.
Onad?=D;;0D;y =2-D;5 donc d =p!-D;,=0.
Soient ¢ € {1,....,e}, x € B et ke {1, ..,i—1}.
Alors

di(di(z)) = di(di(z)) car les d; commutent
d;(0) car x € B;_1 C Cy
= 0

Donc d;(x) € C.
Donc d;(B;—1) € B;_;.
On cherche z; € B;_; tel que d;(z;) = 1.
Si tous les d; sont nuls, alors C' = K et la proposition est évidente.
Sinon, on peut supposer que Vi < f, d; Z 0.
dr € K,d;(x) # 0.
Soit m € N le plus petit entier tel que d*(z) = 0.
Posons x; = d" %(z) - (d"*(z))~".

1

di(;) = di" (@) - (d" () )+ (@) - di(dH ()7

~~
=1

di((d" N (z)) " - d" () = d(1)




Donc d;((d* ! (x))™') = 0.
Alors d;(z;) = 1.
On peut appliquer le proposition 3 a A = B;_; muni de d; qui est une dérivation sur A.
On a AO = Bz
Alors (1,25, ..., xf_l) est une B;-base de B;_;.
Dou [K : O] < pf < pe.
Une base de K sur C est donc {z{* - ... -z |e; < p}.
On peut faire la méme chose sur K’ : ¢' C B} C..CB=K"
Comme les d prolongent les d;, on a B; C B;.
On peut donc choisir les mémes z; tels que dj(x;) = d;(z;) = 1.
Alors {zf' - ... x?f|ei < p} forme une base de K’ sur Bj.
Comme C'" C B, les x7' - ... - x;f sont linéairement indépendants sur C".
Alors K et C' sont linéairement disjointes sur C.

Appliquons ce résultat a des D-corps stricts :

Corollaire 53. Soient (K, D) un D-corps strict et (F, D') une D-extension de (K, D).
Alors F' est une extension séparable de K.
De plus, si [K : KP] = p®, alors (F, D') est strict si et seulement si K et F' ont une p-base commune.

Démonstration. Soit C' le corps des constantes de F'.
D’apres le lemme 52, C' et K sont linéairement disjointes sur K?, le corps des constantes de K (K
est strict).
Comme FP C (', K et F? sont linéairement disjointes sur KP.

Montrons que K? ' et F sont linéairement disjointes sur K : soient ay, ..., a, des éléments de
KP ' linéairement indépendants sur K.
S’il existe a; € F tels que > | «; - a; = 0, alors Frobenius donne )" of - a? = 0.
Or les a? sont linéairement indépendants sur K? donc sur FP d’apres ce qui précede. Donc Vi, af = 0
et a; = 0 car F' est integre.
Alors K7 et F sont linéairement disjointes sur K, et donc F' est une extension séparable de K.

D’apres le lemme 52, on a [F': C] < p°.
De plus, soit B une base de K sur K?.
Comme K et C' sont linéairement disjointes sur K7, B est libre dans C' et donc card(B) < [F : C].
Alors [K : KP] < [F: C] < p°.

Si [K : KP] =p°, alors [F: C| =p°.
Alors (F, D') est strict si et seulement si C' = FP, si et seulement si [F' : FP] = p°.

Comme F' est séparable sur K, il existe une p-base B de K qui est p-libre dans F'.
On a [K : K?] = plBl = p¢ et [F : FP] = peordinal dune p-base de F (| ') egt strict si et seulement si
B est une famille p-libre de cardinal maximal, c¢’est-a-dire si B est une p-base de F'.

[

Essayons maintenant d’étendre la structure différentielle d’'un D-corps a une de ses extensions
de corps :

Lemme 54. Soient (K, D) un D-corps et F' une extension de corps de K.
On suppose que K et F ont une p-base commune.
Alors D s’étend de maniére unique en une famille de dérivations de Hasse sur F' qui commutent.
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Démonstration. Traitons tout d’abord le cas d’un corps muni d’une seule dérivation de Hasse D.

Posons Ey = Idp.
Soit B une p-base commune a K et F.
Soit x € F'. x s’écrit de maniere unique comme : x = ", ¥} - m;, avec m; = [[1, bj’ G) bj € B
et x; € F.
Si on a construit (FEy, ..., Ey,), construisons E, 1 :n+1=p-q+r, r <p.
Si E,., existe, d’apres le corollaire 10, E,, vérifie nécessairement :

Eppi(r) = Z Enp(z
i=1
= Z Epgir(3” - my)
= Z Z Ey(i)? - Ep(q—k)+r(mi)

= ].k:<q

= ZZEk (g— k)—i—r(mz)

i=1 k<q

Comme Fj, est bien définie, on peut définir F,, | par cette derniere égalité.
Donc on a bien construit le seul prolongement possible de D.

Revenons au cas général : D = (Dy, ..., D.).
Chaque D; s’étend de maniére unique a F' en FE;. Pour montrer que E = (FE1, ..., E.) est bien une
extension de D, il suffit de montrer que les E; commutent. On va montrer que F; et Fs commutent,
ie que Fy;0F,; = Ey ;0 E);, par récurrence sur ¢ + j. Supposons qu’on ait Fy ;0 FEy; = Eo 0 Ey;
pour tous ¢, 7 tels que i + 75 < m + n.

Montrons que d = E ,, 0 Ea, — Ea,, 0 By 4, est une dérivation.
Elle est linéaire. De plus, soient z,y € F. Alors :

d(xz-y) = Ei OE2n($'?J)—E2nOE1m($'y)
= Ein( Z Eso(7) - Eop(y)) — B Z Ei () - Era(y))

a+b=n ctd=m
= Z ElmEga Egb Z E2n Elc Eld( ))
at+b=n ct+d=m
= Z Z Ey o (Eya(x)) - By a(Eap(y Z Z Eso(Ere(x)) - Eop(Era(y))
a+b=n c+d=m ct+d=m a+b=n

= d(x)-y+x-d(y) par hypothése de récurrence

Sur K, d est nulle puisque les £; ; prolongent les D; ; qui commutent.
Soit Cy = {x € Fl|d(x) = 0} le corps des constantes de d.
Ona K CC,.
Soit B une p-base commune a K et F.
Comme BC K C Cy, FP C Cyet F C FP(B), et que Cy est un corps, on a F' C Cy, c’est-a-dire
que les dérivations de Hasse commutent.

]
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Montrons que chaque D-corps admet une extension stricte.

Lemme 55. Soit (K, DX) un D-corps.
Alors (K, DX) admet une plus petite extension stricte (K5ricte Dstricte) = qui est une extension
purement inséparable de K.

Démonstration. Soit D une dérivation de Hasse quelconque sur un corps K’. Pour tout entier n,
posons D!, = D,,.,,.

Montrons que D" = (Dj, D1, ...) est une dérivation de Hasse sur le corps C' des constantes de
(K', D).

Soient z,y € C.

Dy(z-y) = Dpnlz-y)
= Z Dqy() - Dy(y)

a+b=pn

= Z Dy.o(z) - Dpp(y) car si l'un des indices n’est pas divisible par p, le terme est nul

a+b=n
= Y Di(x)-Di(y)
a+b=n
p-(a+b a+b
EtD;ng:( 1<9-a ))Dp-(a+b):< a )D;+b'

On construit par récurrence une suite (K;);en croissante de D-corps.
Posons tout d’abord Ky = K, puis supposons qu’on ait construit (K;, D), de corps de constantes
C.
Comme les D), commutent, tous les Dy, envoient C' dans lui-méme.
Posons D' = (D1, ..., D.). Ce sont des dérivations de Hasse d’apres ce qui précede. Elles commutent
puisque D1, ..., D, commutent.
Posons K11 = C.
Comme K? C C, on a bien K; C Cv = K.
Pour z € Kjyy, posons Dy, (v) = (Dfm(xp))%
Si € K, alors D () = (Dypn(a?))7 = (Dyn(2))P)7 = Dy p().
Donc D* est bien une dérivation de Hasse qui prolonge D.
Posons maintenant K¢ = | J, _ K.
Chaque extension K; C K, est purement inséparable par définition. Donc K*"“*® est une exten-
sion purement inséparable de K.
Soit Cstricte = | ). C; le corps des constantes de K¢ et x € C*'"“* ]l existe n tel que
x € C,. Soitly — .
Alors y € CF = K41 C K#tricte,
Donc z = yP € (K*tricte)p,
D’ou Cstricte C (Kstricte)r Comme on a déja (Kstricte)r C Cstricte on obtient que K57 est un
D-corps strict.
Soit F' une extension stricte de K.
Soit C' le corps des constantes de K.
Alors €' C FP done C'# C (Fp)% =F.

€N
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En réitérant ce processus, on obtient K*iricte C
Donc K*' est bien la plus petite extension stricte de K.
]

Trouvons maintenant une maniére d’étendre les D-structures de deux extensions linéairement
disjointes d'un méme corps.

Lemme 56. Soit (K, DX) un D-corps.

Soient (F, D) et (L, D') des D-extensions de (K, D¥).

Supposons que dans une extension commune, F et L soient linéairement disjointes sur K.
Alors FL a une unique D-structure qui étend celles de F et de L.

Démonstration. F'L est isomorphe au corps des fractions de F ® L. Donc, d’apres la proposition
14, on peut munir F'L d’une D-structure qui prolonge celles de F' et de L. O]

Armés de ces lemmes puissants, nous pouvons enfin nous attaquer a la preuve de la propriété
d’amalgamation des D-corps.

Démonstration. (de la propriété d’amalgamation) Soit (K, D) un D-corps.
Soient (F, D) et (L, Dy) des D-extensions de (K, D).
Considérons I la cloture séparable de F'.
Soit B une p-base de F'.
On a F(F*)?» C F*® et F(F*)P = (F*)P[F] = (F*)P[F?[B]] = (F*)?|B].
Donc (F*)P[B] C F*.
De plus, l'extension F'(F*)?[B] C F¥ est purement inséparable car (F(Fs)p)% — FvFs D F>.
Or l'extension F' C F* est séparable donc 'extension F'(F*)P C F* est séparable aussi.
Alors F* = F(F*)? = (F*)?|B].
Donc F et F*® ont une p-base commune B.
D’apres le lemme 54, on peut étendre Dp a F?.
On fait de méme pour L.
Considérons I'extension F'® C ([F'*)stricte,
D’apres le lemme 55, on peut étendre Dps a (F)stricte,
Comme l'extension F'* C (F%)%"i¢ est purement inséparable, d’apres 55, (F'#)i“ reste séparablement,
clos.
On fait de méme pour L.
K* est la plus petite extension séparable de K.
On a donc

(Fs ) stricte (Ls ) stricte
Ks

K

D’apres le lemme 54, on peut étendre D & K*, et (K*®, Dgs) est un D-sous-corps de (F®)stricte
et de (Ls)stricte_

18



De méme, d’apres le lemme 55, on peut étendre Dy & (K*)*" avec ((K®)5" D jsystricte )
qui est un D-sous-corps de (F*)stricte ot de (L*)stricte,

(Fs ) stricte (Ls ) stricte

(Ks ) stricte

Soit E une extension de corps de K, de base de transcendance (¢) sur K.
Alors FE est K-isomorphe a Frac(K(t)).
Donc tout autre extension de K de méme degré de transcendance sur K est K-isomorphe a F.
A K-isomorphisme pres, pour tout cardinal «, il existe une unique extension de K de degré de
transcencdance o sur K. Ce corps contient toutes les extensions de K de degré de transcendance
< o
On peut donc supposer que (F*)stricte ot (L%)stricte sont contenues dans un méme corps.

On écrit que (Fs)stricte — (Ks)stricte(t) et que (Ls)stricte — (Ks)stricte@l).
Quitte & renommer (t) et (t’), on peut supposer que (F%)stricte et ([*)stricte
indépendantes sur (K*)stricte,

D’apres le corollaire 53, comme ((K®)57" D jsystricte) est strict, (F5)57' est une extension
séparable de (K®)stricte,

Soit z € (F*)stricte algébrique sur (K*)sricte,

Alors z est séparable sur (K*)5"'¢ qui est séparablement clos. Donc z € (K*)stricte,
Donc (K#)%tet est algébriquement fermé dans (F%)stricte,
Alors (F*#)striete est, une extension réguliere de (K®)stricte,

Comme on a supposé¢ (F#)stricte ot ([5)stricte algébriquement disjointes sur (K*)%"® d’apres
la proposition 43, (F*)stricte ot (L%)stricte gont linéairement disjointes sur (K®)stricte,

D’apres le lemme 56, on peut alors étendre (de maniére unique) les dérivations de (F'®)'e¢ et
de (Ls>stricte A (Fs>stricte(Ls>stricte'

sont algébriquement

(Fs ) stricte (Ls ) stricte

(Fs)stricte (L#)stricte
Fe L?
F L
([5)stricte
K
K
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5 La théorie SCH,,

Soit L ={0,1,+, —, -} U{D;,li € {1,...,e},n € N}.
On note SCHy, ¢ la L.-théorie des D-corps stricts séparablement clos de degré d’imperfection e.
C’est a cette théorie que nous allons nous intéresser et trouver des propriétés remarquables dont
I’élimination des quantificateurs et la complétude.

5.1 Consistance

Tout d’abord, avant de parler de complétude ou d’élimination des quantificateurs, il est essentiel
de s’assurer que la théorie que 'on considere est bien consistante, c’est-a-dire qu’elle n’est pas
contradictoire, ou de maniere équivalente, qu’elle admet un modele.

Théoréme 57. La théorie SCH, . est consistante.
Plus précisément, tout corps séparablement clos de caractéristique p et de degré d’imperfection e
peut étre étendu en un modéle de SCH, .

Démonstration. Soit F' un corps séparablement clos de caractéristique p et de degré d’imperfection

e.

On a [F : FP] = e donc toute p-base de F' a e éléments.

Soit (by, ..., be) une p-base de F.

Par définition, les b; sont algébriquement indépendants sur F? et donc en particulier sur I,
Posons K = F, (b, ..., be).

On a F, C K? donc K C K?(by, ..., b).

Donc (by, ..., b.) forme une p-base de K.

Tout élément de K s’écrit donc comme somme de termes de la forme b5 - ... - b¥e.

e
Définissons ainsi sur K les fonctions additives D; ,,,i € {1,...,e } suivantes :

k; -
N G L ey
Ce sont des dérivations de Hasse sur K qui commutent.

Montrons que (K, D) est un D-corps strict.
Si Dy (b - ... - bFe) = 0,

alors ]? blfl e bf"_l c b =0
ie k- bbbk =0
20

donc k; = 0 c’est-a-dire pl|k;.

Soit C' le corps des constantes de (K, D).

Alors C C (b8 - ... - bEe|Vi € {1,...,e}, p|k;) = KP.

Donc (K, D) est strict.
KCF.

K et F ont une p-base commune : (b, ..., b.).

D’apres le lemme 54, D s’étend (de maniere unique) a F.
Ona [F: FP|=e.

De plus, (K, D) est strict.

Comme K et I ont une p-base commune, on a [K : K?] = e aussi.

D’apres le corollaire 53, (F, Dp) est strict.
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Finalement, (F, Dp) est un modele de SCH, . qui est donc consistante. O]

5.2 Elimination des quantificateurs

Passons maintenant a une propriété tres puissante : I’élimination des quantificateurs, qui stipule,
grossierement, que la satisfiabilité d’une formule dans une structure ne dépend pas de ’ensemble
de base de la structure.

Définition 58. Soient £ un langage et 7" une L-théorie.
On dit que 7" élimine les quantificateurs si pour toute formule ¢(7) sur L, il existe une formule
Y (T) sans quantificateur telle que :

T EVZ(e(T) < ¥(T))
Théoréeme 59. La théorie SCH,, élimine les quantificateurs.

Démonstration. Pour montrer que SCH, . ¢limine les quantificateurs, il suffit de montrer que si F'
et L en sont des modeles qui ont en commun (& isomorphisme pres) une sous-structure R, on peut
R-plonger F' dans une extension élémentaire de L.

L/
F L
R =~ R

En effet, par I’'absurde :
si SCH, . n’éliminait pas les quantificateurs, il existerait un n-uplet @ = (a4, ...,a,) € R™ et une
formule (1, ...,x,) tels que F'E p(a) et L ¥ p(a).
Alors on ne pourrait certainement pas plonger F' dans une extension de L.

Soient donc (F, D) et (L, D’) des modeles de SCH,, . et R ~ R’ des sous-structures de F et L.
Soient K et K’ les corps de fractions respectifs de R et R’.

Di n - Di m z 'Di n—m
Pour r,s € R,on a D;, (g) _ D=2 men = (5):Ds (S).
De méme pour R’ et K.
Donc K et K’ sont isomorphes en tant que D-corps.

Ce sont des D-sous-corps de (F, D) et de (L, D’).

F L
K = K
~ R’
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D’apres la propriété d’amalgamation, il existe un D-corps (F”, Dgs) qui étend les structures de
(F, D) et de (L,D").

De plus, (F’, Dyr) admet une plus petite extension stricte (F"*® D psiricie ).

F/stricte
F/
F L
K =~ K

12

R/

L est un modele de SCH, ., donc L est stricte.
D’apres le corollaire 53, F'*'"® est une extension séparable de L.

D’apres la proposition 51, comme L est séparablement clos, on peut L-plonger F's"“*¢ dans
une extension élémentaire L’ de L : il existe un L-isomorphisme qui envoie F"strét¢ sur [ C L.

I
o
F/stricte -
7
F L
K =~ K

12

Rl

Il reste a montrer que F” est un D-sous-corps de L' qui est isomorphe a Fstricte,

Comme L et F'stricte sont stricts, d’apres le corollaire 53, L et F'$"’® ont une p-base commune.
D’apres le lemme 54, la D-structure de L s’étend de maniere unique & F's"¢t¢ et [ ainsi qu'a L'.

On a donc I’élimination des quantificateurs. O

Remarque. Dans la preuve, on n’a pas utilisé le fait que F' soit un modele de SCHp .
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5.3 Complétude

Nous allons maintenant montrer que notre théorie est aussi complete, c¢’est-a-dire que chaque
formule est soit prouvable, soit fausse dans la théorie, mais qu’il n’y a pas de formule pour laquelle
la théorie ne décide pas si elle est "vraie 7 ou "fausse”.

Définition 60. Soient £ un langage et T" une L-théorie.
On dit que T est complete si elle est consistante, et si pour toute formule ¢ close sur £, on a
TEpouTF —p.

Lemme 61. Soit (K, D) un modéle de SCH,,..
Alors (K, D) contient F, muni de la dérivation de Hasse triviale D°.

Théoreme 62. La théorie SCH, . est compléte.

Démonstration. Soit ¢ une formule close sur L..

Comme SCH, . ¢limine les quantificateurs, ¢ est équivalente dans SCH, . a une formule sans
quantificateur, encore close, donc sans variable.
Donc, d’apres le lemme 61, si (K, D) est un modele de SCH,, ., alors :

(K,D)E ¢ <= ¢ est vraie dans (F,, D)

Si SCH, . ¥ ¢, alors il existe un modele (K, D) de SCH,. tel que (K, D) ¥ ¢ c’est-a-dire tel
que (K, D) E —p puisque ¢ est équivalente a une formule sans variable.
Or (K,D) E —p <= (F,, D°) E —¢.
Donc, comme, par le lemme 61, tout modele de SC'H,, . contient (F,, D°), pour tout modele (F, D)
de SCH,., on a (F,D') E —¢.
Donc SCH, . F —~p, et SCH, . est complete.

5.4 Tout D-corps est inclus dans un modele

Pour finir, montrons encore un petit résultat sur notre théorie : a partir de chaque D-corps, on
peut trouver un modele de la théorie qui le contienne.

Soit (F, D) un D-corps.
Soit (L, D) un modele de SCH,, ..
(F, Dp) et (L, D) sont des D-extensions de (F,, D°).
On peut reprendre la preuve de I'élimination des quantificateurs, puisqu’on ne s’est pas servi du
fait que F' était séparablement clos, strict ou de degré d’imperfection e.

Alors F' se plonge dans une extension élémentaire de L, c’est-a-dire que F' se plonge dans un modele
de SCH,..

L/
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